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Streszczenie

W artykule zaprezentowano algorytm szybkiego badania podsta-
wowych wladciwosci statystycznych (warto$é oczekiwana i wariancja)
wszystkich podciagéw danego ciagu liczbowego. Dodatkowo pokazano,
ze jesli mamy do czynienia z danymi pomiarowymi, to do wykonywania
tego rodzaju obliczen statystycznych mozna wykorzysta¢ zaréwno re-
prezentacje zmiennoprzecinkowa, jak i catkowitoliczbowa. Ze wzgledu
na charakter analizowanych obliczen przedstawione zostaly warunki
konieczne, ktore muszg by¢ spelnione przez typ liczbowy, aby wszyst-
kie badane statystyki wyznaczone zostaly praktycznie bez bledu nu-
merycznego. Artykul prezentuje tez czas dzialania poszczegdlnych al-
gorytmoéw ze wzgledu typ liczbowy, ktéry zostala wykorzystany.

1 Wprowadzenie

Badanie statystycznych wtasnosci okreslonego szeregu danych pomiarowych
jest bardzo dobrze zbadanym zagadnieniem. Dysponujemy wieloma spraw-
dzonymi metodami do weryfikacji okre$lonych hipotez statystycznych. Wszy-
stkie one zakladaja jednak, ze mamy do dyspozycji dobrze okreslony ciag
danych, ktére poddajemy sprawdzeniu. Z zupelnie inng sytuacja mamy do
czynienia w przypadku, gdy wewnatrz pewnego ciagu danych poszukujemy
podciagoéw posiadajacych okreslone wtasnosci statystyczne. Ze wzgledu na
liczbe potencjalnych mozliwosci pojawia sie problem duzej ztozonosci obli-
czeniowej podejécia, polegajacego na niezaleznej analizie wszystkich mozli-
wych podciggéw. Dla zobrazowania tego faktu postuzymy sie przyktadem
wyznaczenia Sredniej arytmetycznej dla wszystkich mozliwych podciagéw
ciggu zlozonego z 10° pomiaréw. Mozna obliczyé, ze wykonanie tego za-
dania pochlonie w przyblizeniu 1.7 - 104 operacji zmiennoprzecinkowych.
Zakltadajac, ze pojedynczy rdzen typowego procesora jest w stanie wykonaé



obecnie okoto 5 - 10? operacji, to czas obliczen wyniéstby okoto 9.5 godziny.
W zwiazku z tym, zasadne jest poszukiwanie takich rozwigzan algorytmicz-
nych, ktére pozwola na istotne przyspieszenie tego rodzaju analiz.

2 Algorytm szybkiego badania wtasnoSci statystycz-
nych podciggow

W tej czedci bedziemy zakladali, ze dysponujemy pewnym ciggiem n obser-
wagcji
t= (t17t27 ) 7tn—17tn)~

Przez podciag s ciagu t bedziemy rozumieli ciag s = (tj41,t142,- -, ti+k)
o tej wlasnosci, ze dla kazdego ¢ spelniajacego warunek I +1 < ¢ <[+ k
zachodzi t; € s. Bedziemy tez przyjmowali, Zze kolejnos¢ elementéw pod-
ciagu s jest taka sama, jak w ciagu ¢t. Poniewaz podciag jest jednoznacznie
okreslony przez indeks swojego pierwszego i ostatniego wyrazu, to bedziemy
réwniez uzywali notacji ;41 14k na oznaczenie podciagu (ti41,ti42, - -, ti+k)-

Niech T} oznacza liczbe podciagéw dtugosci k ciggu s. Mozna zauwazy¢,
ze liczba ta wyraza sie nastepujacym wzorem T = n + 1 — k. W zwiazku
z tym liczba wszystkich mozliwych podciagéw T' ciggu t wynosi

T:ZTk ZZ(n—i—l—k) —n(n+1)— n(n;— 1) _ n(n2—|—1).
k=1 k=1

Teraz przejdziemy do obliczenia ztozonosci algorytmu wyznaczania $red-
niej arytmetycznej i wariancji dla wszystkich mozliwych podciagéw ciagu
n-elementowego. W pierwszej kolejnosci zauwazmy, ze jesli dany jest pod-
ciag k-elementowy s = (t;41, tj42, - - - , ti+% ), t0 zaréwno wyznaczenie Sredniej
arytmetycznej, jak i wariancji jest proporcjonalne do liczby jego elementéw.
Wynika to bezposrednio z definicji tych wartosci:

1
E(s) = A (g1 + tig2 + -+ tigr)
1
Ds) = k (71 + tipg + -+ 1) — E(s)%.

Do wyznaczenia wartosci oczekiwanej potrzeba k—1 dodawan i jedno dziele-
nie (w sumie k operacji), a do wyznaczenia wariancji potrzeba k—1 dodawan,
k 4+ 1 kwadratowan, jedno odejmowanie i jedno dzielenie (w sumie 2k + 2
operacje). Mozemy wiec przyjaé, ze liczba operacji zmiennoprzecinkowych



potrzebnych do wyliczenia wartosci oczekiwanej i wariancji jest ograniczona
przez Ck, gdzie C jest pewna stala, a k jest liczbg elementéw podciaggu.
W zwiazku z powyzszym ztozonosé algorytmu wyznaczajacego warto$é ocze-
kiwang i wariancje wszystkich mozliwych podciggdéw ciagu n-elementowego
mozemy zapisa¢ jako:

Ry, = Y Ty-Ck
k=1

= Czn:(n—l—l—k)k

k=1

= Cln+1)> k-C) K
k=1 k=1

_ ¢ (n(n;— 1)*  n(n+ 1)6(2n+ 1))

_ %n(n +1)(n+2) = O(n?).

Zauwazmy, ze jedynymi operacjami, ktére w istotny sposéb wpltywaja na zto-
zono$¢ wyznaczania wartosci oczekiwanej i wariancji sg: wyznaczanie sumy
i wyznaczanie sumy kwadratéw. Tylko te operacje zaleza od liczby elemen-
téw podciaggu. Liczba pozostalych operacji jest stala i niezalezna od tego, jak
dtugi ciag przetwarzamy. W zwiazku z tym jedynym sposobem na obnizenie
zlozonoéci obliczeniowej przytoczonego powyzej algorytmu jest przyspiesze-
nie wyznaczania sum i sum kwadratow. Okazuje sie, ze jesli podciagi beda
przetwarzane w odpowiedniej kolejnosci, to wyznaczanie kolejnych wartosci
oczekiwanych i wariancji moze zosta¢ zrealizowane w stalym czasie.

Ustawmy wszystkie podciagi w takiej kolejnosci jak to pokazano ponizej:

(tl)v (tlth)v ceey (tla"'vtn—2)7 (t17'~-7tn—1)7 <t17~"7tn)7
(tg), (tg,tg), ceey (tz,...,tn_l), (tg,...,tn),
(tg), (tg,t4), ceey (tg,...,tn),

(tn71)7 (tnflatn)7

(tn)-
Zauwazmy, ze kazdy rzad rozpoczyna sie podciggiem dlugosci 1 oraz, ze
réznica dlugoéci pomiedzy sasiednimi podciggami znajdujacymi sie w jed-
nym rzedzie réwniez wynosi 1. Oznacza to, ze czas wyznaczenia wartosci



oczekiwanej i wariancji dla pierwszego podciagu w rzedzie jest staly. Jesli
rozpatrzymy sasiednie podciagi znajdujace sie w jednym rzedzie, to wyzna-
czenie warto$ci oczekiwanej i wariancji kolejnego podciagu réwniez moze
zostaé zrealizowane w stalym czasie.

Definicja 2.1. Powiemy, zZe funkcja L zdefiniowana dla kazdego podciggu

s = (tjs1,ti42, - -, tirk), jest obliczeniowo rozdzielcza, jezeli spelnia waru-
nek:

L(s) = L(tiy1, tivas - - tip) = h(L(t1, tigas - s tivk—1), L(tigr))
dla pewnej, majgcej statg ztoZonosé obliczeniowq, funkcji h.

Whniosek 2.2. Funkcje

Mi(s) = Mi(tiyr,tive, - tipr) = tigr +Htigo + - + g,
Mg(s) = Mg(tl+1,tl+2,...,tl+k):tlQ+1+t12+2+"'+t12+k,

sq obliczeniowo rozdzielcze.

Niech R bedzie dowolna statystyka, ktora dla kazdego podciagu s spel-
nia warunek R(s) = fs(Li(s),...,Lm(s)), gdzie fs jest funkcja zalezna od
s i majaca stala zlozono$é obliczeniowa. Poniewaz s = (tj411,t112,...,ti1k)
jest jednoznacznie wyznaczone przez [ i k, to fs bedziemy réowniez oznaczali
przez fiy1,i+k-

Data: Ciag t = (t1,...,t,), statystyka R spelniajaca warunek
R(s) = fs(L1(8), -, Lim(s)).
Result: Ciag statystyk (r;; = R(s;;)) wyznaczonych dla
wszystkich mozliwych podciagéw t.

1 fori=1,2,...,ndo

2 Ui i <— (Ll(si,i), . ,Lm(si’i));

3 Tii < f“(uu),

4 for j=i4+1,i+2,...,ndo

5 uij < uij—1+ (L1(sj5), - -, Lm(s55));
6 Tig < fij(wij);

7 end

8 end

Algorithm 1: Obliczanie statystyk dla wszystkich podciagow

Twierdzenie 2.3. Jesli s = ({41, ..., tiwx) i R(s) = £ Mi(s), to Algorytm 1
pozwala na wyznaczenie wartosci oczekiwanej dla wszystkich podciggow ciggu
(t1,...,tn) w czasie O(n?).



Dowdd. Jeslis; j = (ti,tit1,...,t;), to definicja funkeji R oznacza, ze L1(s; j) =
Mi(s;j) = ti +--- +tj oraz f;j(x) = j_%ﬂ(az). Przy takich oznaczeniach
Algorytm 1 przyjmuje postaé

fori=1,2,...,ndo
Ui < T
Tii < Uig;
for j=i+1,i+2,...,ndo
Ui 5 < Ui j—1 + tj;
. 1 .
Tij = =1 Yings
end

end

W pierwszej kolejnosci wykazemy poprawnosé tego algorytmu. W tym celu
wystarczy udowodnic, ze r; ; zawiera Srednig arytmetyczng elementéw ciggu
(ti,ti+1,-..,t;). Aby to uczyni¢ zauwazmy, ze dla ustalonego i elementy u; ;
spetniaja nastepujaca zaleznosé rekurencyjna:

ui; = tj,

Uij = Uij-1 -+
Rozwijajac te rekurencje otrzymujemy, ze u; j = t; +tip1 + -+ - + ;. Ale

_ 1 ittt
Tig = == 1Ui,j— 1
J—1+ J—1+

)

co dowodzi, ze r;; jest érednia arytmetyczna ciagu (t;,tiy1,...,t;). Aby
oszacowac zlozonos$¢ algorytmu zauwazmy, ze 7;; wyliczane jest na pod-
stawie u;; w czasie stalym (jedno dzielenie). W zwiazku z tym zlozono$é
algorytmu jest dokltadnie taka, jak zlozono$é wyznaczenia wszystkich war-
toSci w; j. Z zaleznoSci rekurencyjnej wynika, ze kazda kolejna wartosc¢ u; ;
wyznaczana jest na podstawie u; ;1 w stalym czasie. Zatem zlozono$¢ wy-
znaczenia wszystkich u; ; jest dokladnie taka, jak ich liczba. Poniewaz n jest
najwiekszg wartoscig indeksu, to dla ustalonego ¢ mamy doktadnie n —i+1
wartosci u; j. Zatem moc ciagu (u; ;) wynosi dokladnie

n n n
(wi)l = Y (n—it)=3 (n+1)=) i
i=1 i=1 i=1
1 1
= nn+1)— §n(n +1)= in(n +1).
W zwiazku z tym zlozonos$¢ procesu wyznaczania $rednich arytmetycznych
wszystkich mozliwych podciagéw wynosi O(n?), co konczy dowdd. O



Twierdzenie 2.4. Jesli s = (111, ..., tirx) @ R(s) = £ Ma(s) — (%Ml(s))Q,
to Algorytm 1 pozwala na wyznaczenie wariancji dla wszystkich podciqgéw
ciggu (t1,...,tn) w czasie O(n?).

Dowdd. Dowdd twierdzenia jest bardzo zblizony, do dowodu Twierdzenia 2.3.

Jesli s; j = (ti,...,t;), to definicja funkcji R oznacza, ze
Ll(s’i,j) - M].(S’L',j) :tl++t]7
L2(8i7j) = Mz(SiJ‘) = t? NI t?,
1 1 2
fualey) = s W)= <j_i+1<f’”>> |

Przy takich oznaczeniach Algorytm 1 przyjmuje postaé

fori=1,2,...,ndo

Ui 4 < (ti,t%);

Tii = 0;

for j=i+1,i+2,...,ndo
Ui, j < Uj,5—1 + (tj,t?);
rij < fij(uig);

end

end

W pierwszej kolejnosci wykazemy poprawnosé tego algorytmu. W tym celu
wystarczy udowodnié, ze r; ; zawiera wariancje elementéw ciagu (¢, ..., t;).
Aby to uczyni¢ zauwazmy, ze dla ustalonego 7 elementy u; ; spelniaja naste-
pujaca zaleznos¢ rekurencyjna:

ui,i == (t’w t?)u

uig = Uig1+ (t5,1).

Rozwijajac te rekurencje otrzymujemy, ze u; j = (t; + - - + 1, t? + -4 t?)
Ale

rig = fijlti+t bt 4 15),
2 2
_ B4t ittt
j—i+1 j—i+1
co dowodzi, ze r; j jest wariancja ciagu (t;,...,t;). Oszacowanie zlozonosci

obliczeniowej mozna zrobi¢ na doktadnie tej samej zasadzie, jak w przypadku
Twierdzenia 2.3. Wystarczy zauwazy¢, ze wyznaczanie kolejnych wartosci



u;ij, jak 1 f; j(u; ;) ma stala zlozono$é obliczeniowa, co oznacza, ze zlozo-
nos¢ procesu wyznaczania wariancji wszystkich mozliwych podciagdéw wy-
nosi O(n?), co konczy dowdd. O

Whiosek 2.5. Jesli funkcja f; j ma stalq (niezalezng do n) zloZonosé obli-
czeniowq, to zloZonosé Algorytmu 1 wynosi O(n?).

3 WilasnosSci numeryczne i stabilno$¢ uzyskanego
wyniku

O ile wyznaczanie wartoéci oczekiwanej zgodnie z Twierdzeniem 2.3 nie na-
strecza wiekszych probleméw jesli chodzi o precyzje obliczen, to juz zastoso-
wanie Twierdzenia 2.4 w praktyce moze nie by¢ proste. Wynika to z faktu,
ze w przypadku wartodci oczekiwanej sumowane sa wartosci, ktére w przy-
padku pomiaréw maja zblizong warto$¢. Natomiast wyznaczenie wariancji
zaproponowana metoda wymaga odjecia od Sredniej kwadratowej kwadratu
sredniej arytmetycznej, co moze rodzi¢ sporo probleméw zwiazanych z pre-
cyzja obliczen. Jezeli wzia¢ pod uwage réwniez fakt, ze obliczenia sa wykony-
wane na ciagach, ktére moga mieé nawet 10% wspoétezynnikéw, to doktadne
zbadanie wtasno$ci numerycznych zaprezentowanych algorytméw jest bar-
dzo istotne.

Jednostka arytmetyczno-logiczna wspoétczesnych procesoréw wspiera za-
zwyczaj zar6wno operacje caltkowitoliczbowe, jak i zmiennoprzecinkowe (ko-
procesor matematyczny). Aktualnie 64-bitowe procesory aplikacyjne sa w sta-
nie wykonywaé bardzo szybkie operacje na: 32 i 64-bitowych liczbach cal-
kowitych oraz 32 i 64-bitowych liczbach zmiennoprzecinkowych (tak zwana
pojedyncza i podwdjna precyzja). Przy czym liczby zmiennoprzecinkowe re-
prezentowane sa jako

S M-2°,

gdzie S jest pojedynczym bitem znaku, M jest mantysa, a C jest cecha
liczby. W przypadku liczb zmiennoprzecinkowych standard IEEE-754 okre-
sla, ze dla typu pojedynczej precyzji mantysa ma 23 bity, a cecha jest 8-
bitowa. Z kolei mantysa typu podwdjnej precyzji ma 52 bity, a jego cecha
jest 11-bitowa. Szybkos$¢ wykonywania operacji mnozenia liczb na poszcze-
gblnych typach zalezy od konkretnego rodzaju procesora. Ponizej zestawienie
zawierajace czasy mnozenia skalarnego wektoréw majacych 108 elementéw
danego typu:



Typ liczby Intel Core Intel Xeon
15-3360M 2.80GHz | E3-1240V2 3.40GHz

int32 0.063 s. 0.055 s.

int64 0.072 s. 0.063 s.

single 0.092 s. 0.079 s.

double 0.093 s. 0.082 s.

long double 0.140 s. 0.113 s.

Powyzsza tabela jasno pokazuje, ze wydajno$é dziatania zaproponowanych
w poprzedniej czedci algorytméw bytaby najwieksza, gdyby zaimplemento-
waé operacje w oparciu o arytmetyke calkowitoliczbowa. Takie podejscie
moze budzi¢ watpliwosci, gdyz wyniki pomiarow sa niejako ze swej natury
wielkoSciami zmiennoprzecinkowymi. Jedli jednak przyjmiemy, ze dysponu-
jemy wiedza o warto$ci nominalnej mierzonego elementu oraz zatozymy okre-
slong precyzje pomiaru, to z latwoscig bedziemy mogli wylicza¢ odpowiednie
statystyki przy uzyciu operacji na liczbach catkowitych. Jezeli na przykiad
mierzona wielko$¢ ma warto$¢ nominalng po = 125.950 [mm], a doktadnosé
pomiaru wynosi g = 0.001 [mm)], to wyniki pomiaréw p; mozemy reprezen-
towadé jako liczby catkowite m;, gdzie

i = po + migo

jest rzeczywisdcie zmierzona wartoscia. Wyznaczajac m; z powyzszej zalez-
nosci otrzymujemy
_ Mi— Mo

m; = ————.
€0

Ogromna zaleta takiej reprezentacji jest to, ze wyznaczanie wartosci oczeki-
wanej i wariancji moze by¢ zrealizowane bez bledéw zaokraglen. Niektérych
z nich nie da si¢ uniknaé¢ w przypadku reprezentacji zmiennoprzecinkowej,
gdyz jedli na przyklad urzadzenie pomiarowe daje wyniki z doktadnoscia do
0.1, to reprezentacja zmiennoprzecinkowa liczby %0 w systemie dwojkowym
jest nieskonczona i ma postac:

1 1 1 1 1 1 1

0 20 B @I amTon
Probleméw tego rodzaju mozemy uniknaé przechodzac do reprezentacji cal-
kowitoliczbowej. Warunkiem jej poprawnego dzialania jest jednak precy-
zyjna kontrola wartosci, przez ktora przetwarzane liczby catkowite zostaly
wczesniej pomnozone. Takie podejscie nie sprawdzi sie w przypadku zbioréw
przypadkowych liczb, ale jesli chodzi o wyniki pomiaréw, to bedzie rozwia-
zaniem idealnym.

+ -+~ = (0.0001100110011(0011)),.



W dalszej czesci naszych rozwazan skupimy sie na wyznaczeniu liczby
bitéw mantysy niezbednych do poprawnego wyliczenia wartosci oczekiwane;j
i wariancji. Bedziemy przy tym zaktadali, ze operujemy typem catkowito-
liczbowym czyli, ze liczba bitéw cechy jest zerowa. Przy takich zalozeniach
mamy nastepujace twierdzenie dotyczace algorytmoéw zawartych w dowo-
dach twierdzen 2.3 i 2.4:

Twierdzenie 3.1. Niech g bedzie wartoscig nominalng mierzonej wiel-
kosci, a g9 dokladnoscig, z jakg dokonujemy pomiaru. Zalozmy ponadto,
ze ustalony jest zakres pomiarowy i wyniki mieszczq sie w przedziale [po —
r0, Mo + 70). Jezeli n jest liczbg pomiaréw, Ay (go,r0) jest liczbg bitow typu
catkowitoliczbowego niezbedng do poprawnego wyznaczenia wartosci oczeki-
wanej, a Vy(g0,70) jest liczbg bitow typu calkowitoliczbowego niezbedng do
POPTAWNEJO WYZNACZENLA WATIANC]E, tO:

2
Ap(eo,m0) = {logQ( :§0>J +1,

nr2
Vo(eo,m0) = LlogQ <€20>J + 1.
0

Dowdd. Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazaé, ze najwieksze liczby
wystepujace w algorytmach twierdzen 2.3 i 2.4 mieszcza sie¢ w rejestrach
bitowych o dtugosciach odpowiednio A, (g0,70) i Vi (g0, 70). Zauwazmy, ze
jesli pomiaru dokonujemy z dokladnoscia €, to na przedziale [po—ro, o+7o)

2ro

mamy {?J mozliwych wynikéw pomiaru. Oznacza to, ze wyniki p; moga

by¢ reprezentowane jako liczby catkowite m; = £=£C spelniajace nieréwnosé
€0

T T
€0 €0

Najwickszg wartoScig wystepujaca w dowodzie twierdzenia 2.3 jest ui, =
ti+---+t, = mi+...m,. Oznacza to, ze uy , spetnia nastepujaca nieréwnoscé

nr nr

- < Uy < —.

€0 €0
Przypominajac, ze liczba bitéw niezbedna do reprezentowania caltkowitej
liczby nieujemnej m wyraza sie wzorem [logym| + 1 1 uwzgledniajac bit
znaku otrzymujemy

Ap(g0,70) = {1 + log, (W)J +1= {logQ (2m“0)J + 1.
€0 €0




7 kolei najwieksza wartos$cia wystepujaca w dowodzie twierdzenia 2.4 jest
druga wspélrzedna (uj )2 = 2+ -+ t2 = m? +...m2 zmiennej Ul .
Uwzgledniajac ograniczenie na wielko$é m; otrzymujemy, ze (uj )2 spelnia
nastepujaca nieréwnosé
nrg
0 < (ulm)g < — -
€0

Otrzymujemy zatem, ze

co konczy dowdd. O

4 Praktyczna implementacja algorytmu i jej wy-
niki

Na potrzeby analizy proponowanego algorytmu oraz wyboru odpowiedniego
typu danych opracowano implementacje w jezyku C++4. Jej pierwszym za-
daniem bylo okreslenie szybkosci obliczen na dostepnych typach danych.
Analizie poddano pieé¢ typow liczbowych:

—_

. 32-bitowy typ calkowitoliczbowy int32_t,
2. 64-bitowy typ catkowitoliczbowy int64_t,

3. 32-bitowy typ zmiennoprzecinkowy z 23-bitowa mantysa float (poje-
dyncza precyzja),

4. 64-bitowy typ zmiennoprzecinkowy z 53-bitowa mantysa double (po-
dwdjna precyzja),

5. 80-bitowy typ zmiennoprzecinkowy z 63-bitowa mantysa long double
(rozszerzona precyzja).

Ze wzgledu na zastosowanie do analizy duzych zbioréw danych zainte-
resowanie nasze zostalo skupione na typach int64_t i long double, gdyz
tylko one daja realna mozliwosé doktadnego wyznaczania wartosci wariancji
dla prébek liczacych wiecej niz 10° elementéw i reprezentowanych z 16-
bitowa precyzja. Jednak w celu poréwnania wszystkich mozliwosci, kazdy
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Czas wykonania operacji w [ms]
dla wektora majacego 10° elementéw
Operacja int32_t ‘ int64_t ‘ float ‘ double ‘ long double
Min/Max 0.806 0.814 0.817 | 0.865 2.169
Wartos¢ oczekiwana 0.416 0.476 0.803 | 0.805 0.954
Wariancja 1.078 1.155 1.610 | 1.618 1.980
| Wszystko 1.890 1.969 | 2404 | 2.445 4.115

Tablica 1: Czasy wyznaczania podstawowych statystyk wektora majacego
10% elementéw. Pomiary wykonane dla poszczegdlnych typéw danych.

7z wymienionych wczesniej typéw danych zostal poddany analizie wydaj-
nosciowej. Tablica 1 zawiera czas wykonania operacji: wyznaczania ekstre-
mow, wyznaczania warto$ci oczekiwanej, wyznaczania wariancji i jednocze-
snego wyznaczania wszystkich wymienionych statystyk. W tabeli umiesz-
czono czasy jedynie dla ciggéw majacych 108 elementéw. Informacie o szyb-
kosci dziatania poszczegdlnych typéw dla wickszego zakresu mozna odczytaé
z wykresow umieszczonych na Rysunkach 1, 21 3.

1e+000

32»l5|ty catkowity L
64-bity catkowity
pojedyncza precyzja

1e-001 ¢ podwdjna precyzja
rozszerzona precyzja /
1e-002

1e-003

Czas obliczen [s]

1e-004

1e-005

1e-006
1le+004 1e+005 1e+006 1e+007 1e+008

Rozmiar wektora

Rysunek 1: Czas wyznaczenia minimum i maksimum (obie osie ze skala
logarytmiczna).

Analiza czaséw dzialania pokazuje, ze typ int64_t jest ponad dwa razy
szybszy wzgledem long double. Ze wzgledu na charakter prowadzonych
przez nas obliczen (wyznaczanie ekstreméw, wartosci oczekiwanej i warian-
cji) oba typy gwarantuja praktycznie identyczna precyzje. Dodatkowo typ
catkowitoliczbowy pozwala na unikniecie bledéw zaokraglen, gdy podstawa

11



Czas obliczer [s]

1e+000

1e-001

1e-002

T
32-bity catkowity
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pojedyncza precyzja
podwajna precyzja
rozszerzona precyzja

1e-003

1e-004

1e-005

1e-006
1e+004

1e+005

1e+006
Rozmiar wektora

1e+007

1e+008

Czas obliczer [s]

1e+000

1e-001
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T
32-bity catkowity
64-bity catkowity

pojedyncza precyzja
podwaéjna precyzja
rozszerzona precyzja

1e-003

1e-004

1e-005
1le+004

1e+005

1e+006
Rozmiar wektora

1e+007

1e+008

Rysunek 2: Czas wyznaczenia wartosci oczekiwanej (lewy) i wariancji
(prawy) (obie osie ze skala logarytmiczna).

doktadnosci pomiaréw sa wielokrotnosci potegi liczby 10. W Tablicy 2 umiesz-
czono pomiary czasu dziatania proponowanego algorytmu w zestawieniu ze
standardowym algorytmem, ktory wyznacza statystyki niezaleznie dla kaz-
dego z podciagéw. Doktadniejszy obraz szybkosci dziatania algorytmoéw na
poszczegblnych typach obliczeniowych ilustruje Rysunek 4. Wida¢ na nim
wyraznie réznice w zlozonosci obu algorytméw. Wraz ze wzrostem rozmiaru
analizowanych danych czas potrzebny do wyznaczenia podstawowych sta-
tystyk bardzo szybko rosnie. Jezeli analizie zostaltby poddany ciag majacy
okolto 10° elementéw, to szacowany czas dziatania proponowanego algorytmu
wynosi okoto 30 godzin. Natomiast niezoptymalizowany algorytm te¢ sama
analize przeprowadzalby niemal 4 lata. Podstawowym warunkiem rzetelno-
$ci zaproponowanego algorytmu jest taki dobér typu obliczeniowego, ktory
pozwoli na bezbtedne wyznaczanie sum i sum kwadratéw dla duzej liczby
elementéw. Dlatego tez zaproponowane zostalo wykorzystanie typow catko-
witoliczbowych zamiast zmiennoprzecinkowych.

Na Rysunku 5 przedstawiono poréwnanie szybkosci dzialania propo-
nowanego algorytmu dla dwéch rozwazanych typéw danych: long double
i int64_t. Nalezy podkredli¢, ze przewaga szybkoéci dziatania typu catko-
witoliczbowego nad zmiennoprzecinkowym ulegta znaczacemu zmniejszeniu.
Mozna wskazaé cztery przyczyny takiego stanu rzeczy:

1. duza liczba krétkich podciagéw, dla ktérych wyznaczane sa statystyki,
2. konieczno$¢ przechowywania ogromnej liczby wyznaczonych statystyk,

co przektada si¢ na duza liczbe operacji na pamieci,
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1e+000

T
32-bity catkowity
64-bity catkowity

pojedyncza precyzja
podwaéjna precyzja
rozszerzona precyzja

1e-001

1e-002

1e-003
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1e-004

1e-005
1e+004 1e+005 1e+006 1e+007 1e+008

Rozmiar wektora

Rysunek 3: Czas jednoczesnego wyznaczenia wartosci oczekiwanej, warian-
cji, minimum i maksimum (obie osie ze skala logarytmiczna).

3. wigksza liczba instrukcji warunkowych w petlach wyznaczajacych ko-
lejne statystyki (wiecej czasu procesor spedza na analizie warunkéw
niz na faktycznych obliczeniach),

4. konieczno$é¢ wykonywania dzielen zmiennoprzecinkowych podczas wy-
znaczania Sredniej 1 wariancji (sa one tak kosztowne, ze praktycznie ni-
weluja zysk z zastosowania catkowitoliczbowego typu podstawowego).

Wstepna analiza implementacji wskazuje, ze czwarta przyczyna ma naj-
wigkszy wplyw na tak drastyczne zmniejszenie sie réznicy pomiedzy cza-
sami obliczen dla typéw int64_t i long double. Oczywiscie powstaje py-
tanie, jak czas dzialania bedzie ksztattowat sie dla ciagéw majacych 105 lub
10% elementéw. Innym istotnym zagadnieniem jest optymalizacja dostepéw
do pamiegci lub tez takie skonstruowanie algorytmu, aby nie zapamigtywat
statystyk, a jedynie miejsca, ktére powinny zosta¢ poddane dokladniejszej
analizie. Na Rysunku 6 zaprezentowano stosunek szybkosci dziatania algo-
rytmu wolniejszego do szybkoéci dziatania algorytmu proponowanego dla
dwdch rozwazanych typéw obliczeniowych. Widaé z niego, ze typ zmienno-
przecinkowy ma ten stosunek lepszy od typu catkowitoliczbowego. Moze si¢
wiec okazaé, ze dla odpowiednio dtugich ciagéw bardziej oplacalne bedzie
wykorzystanie jednak typu long double.

13



Czas wyznaczenia statystyk w [ms]

Rozmiar Liczba int64_t long double

wektora | podciggdéw prop. ‘ std. prop. ‘ std.
100 5050 0.54 0.84 0.67 1.11
200 20100 2.27 4.20 3.04 5.88
400 80200 11.49 25.40 14.08 35.00

800 320400 56.44 156.10 67.73 206.20
1600 1280800 || 285.00 | 1031.00 || 301.00 | 1407.00
3200 5121600 | 1344.00 | 7360.00 || 1547.00 | 10610.00
6400 | 20483200 | 6016.00 | 54706.00 | 6844.00 | 79926.00

Tablica 2: Por6éwnanie czaséw dzialania algorytmu proponowanego (prop.)
i standardowego (std.) dla dwoch typéw obliczeniowych: 64-bitowego typu
catkowitego i 80-bitowego typu rozszerzonego z 63-bitowa mantysa.

5 Podsumowanie

W pierwszej czedci artykutu przedstawiono algorytmy stuzace do szybkiej
analizy podstawowych wlasnosci statystycznych wszystkich podciagdéw pew-
nego ciggu liczbowego. Gléwnym zastosowaniem zaprezentowanego algo-
rytmu ma byé wstepna weryfikacja, ktére obszary wewnatrz calego ciggu
majg pewne nieoczekiwane wtasciwosci. Obszary te beda nastepnie pod-
dawane dalszej (bardziej wnikliwej) analizie. Zlozono$¢ obliczeniowa zapre-
zentowanego algorytmu wynosi O(n?), gdzie n jest liczba elementéw ciagu.
Jest to znaczne przyspieszenie wzgledem klasycznej metody polegajacej na
systematycznym wyznaczaniu statystyk dla kazdego podciggu z osobna, kté-
rego ztozonoéé wynosi O(n?). Poréwnanie dziatania obu algorytméw zostato
zaprezentowane w Tablicy 2 oraz na Rysunkach 4 i 6. W kolejnej czesci
zaprezentowane zostaly metody prowadzenia obliczeni na danych pomiaro-
wych przy wykorzystaniu zaréwno reprezentacji zmiennoprzecinkowej, jak
i catkowitoliczbowej. W Twierdzeniu 3.1 przedstawiono warunki, jakie musi
speliaé typ liczbowy (jego mantysa), aby mégt byé¢ wykorzystany do pre-
cyzyjnego wyznaczenia takich podstawowych statystyk, jak wartosé oczeki-
wana i wariancja.
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Rysunek 4: Czas wyznaczenia wartosci oczekiwanej i wariancji dla wszyst-
kich mozliwych podciagow.
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Rysunek 5: Czas wyznaczenia wartosci oczekiwanej i wariancji dla wszyst-
kich mozliwych podciagéw (tylko 64-bitowy typ catkowity i 80-bitowy typ
rozszerzony z 63-bitowa mantysa).
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Rysunek 6: Przyspieszenie obliczen dawane przez proponowany algorytm
(tylko 64-bitowy typ catkowity i 80-bitowy typ rozszerzony z 63-bitowa man-
tysa).

16



