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Streszczenie

Niniejsza praca prezentuje strukture grupy multiplikatywnej pierscienia skonczonego, ktéry
jest pierscieniem ilorazowym pewnego piericienia euklidesowego. Zaprezentowane tu pode-
jécie pozwala spojrze¢ na problem faktoryzacji i testowania pierwszosci z nieco ogdélniejszej
perspektywy. Okazuje sie bowiem, ze niektore algorytmy faktoryzacji i testowania pierwszosci
maja swoje odpowiedniki w innych pierécieniach niz pierscien liczb catkowitych.
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Wstep

Wspodlczesne algorytmy kryptograficzne wykorzystuja zalozenie o ztozonosci obliczeniowej
roznych probleméw algebraicznych. Przykladem moze tu by¢ logarytm dyskretny w grupie
multyplikatywnej ciata skonczonego i faktoryzacja liczb catkowitych. Oczywiscie problem
trudny w jednej strukturze moze okazaé sie prosty w innej. Doskonalym tego przykladem
jest problem faktoryzacji. Dla pierScienia liczb catkowitych nie mamy do tej pory efektywnego
algorytmu rozktadajacego zadana liczbe na czynniki, podczas gdy w pierscieniu wielomianéw
nad ciatem skoficzonym problem ten nie jest az tak ztozony. Oczywiscie méwiac o faktoryzacji
nie sposéb pominaé jej szczegdlnego przypadku, ktorym jest odpowiez na pytanie, czy dany
element w ogdle jest ztozony. Jest to powszechnie znany problem testowania pierwszosci.
Tematem niniejszej pracy jest wlasnie jednoczesne spojrzenie na faktoryzacje i testowanie
pierwszoéci w wielu dziedzinach euklidesowych.






Rozdziat 1

Podstawowe definicje i twierdzenia

Celem tej pracy jest badanie podzielnoéci w pierscieniach euklidesowych. W zwiazku z tym
przez pierscien bedziemy rozumieli pierscien euklidesowy, czyli pierscien przemienny z je-
dynka, w ktérym zadana jest norma definiowana nastepujaco:

Definicja 1.1 Norma euklidesowa w pierécieniu R nazywamy funkcje N : R — Z, U {0},
spetniajaca nastepujace warunki

(a) N(z) =0< 2 =0,
(b) Vaper N(ab) =N(a)N(b),

(¢) Vaer VbeR\{O} dyrer a=qgb+r, 0< N(r) < N(b).

Przyktad 1.1 Przykladami pierécieni euklidesowych sa
(a) pierécien liczb catkowitych Z, w ktérym norma jest warto$é¢ bezwzgledna liczby

N(n) = |n|

(b) pierécien liczb caltkowityuch Gaussa Z[i|, w ktérym norma elementu a + bi € Z[i] zdefi-
niowana jest jako

N(a + bi) = a? 4+ b2
(c) pierécien wielomianéw nad cialem K[X], gdzie norme elementu f € K[X]| definiujemy
jako
N(f) = cdes(f), dla pewnego ¢ € Z,c > 1.

O

Przypomne teraz kilka podstawowych definicji i twierdzen zwigzanych z pierécieniami eu-
klidesowymi i teoria podzielnosci. Beda stanowily one podstawe do moich dalszych rozwazan.



Definicja 1.2 Powiemy, ze element a € R dzieli b € R jedli istnieje taki element ¢ € R, ze

ac =b.
O
Definicja 1.3 Powiemy, ze element p pierscienia R jest pierwszy, gdy zachodzi
plab <= plalubp]b.
O

Definicja 1.4 Pierécien R jest dziedzina catkowitoéci, gdy z faktu, ze ab = 0 wynika a = 0
lub b = 0. Powiemy, ze R jest dziedzing idealéw gléwnych, gdy dla kazdego idealu I C R
istnieje a € R taki, ze (a) = I.

O

Definicja 1.5 Dziedzing catkowitosci R nazywamy dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu,
jezeli

(a) kazdy element rozkladalny jest iloczynem pewnej liczby elementéw nierozkladalnych,

(b) przedstawienie elementu rozkladalnego w postaci elementéw nierozktadalnych jest jed-
noznaczne z doktadnoscia do kolejnosci czynnikéw i pomnozenia przez element odwracal-

ny.

O

Definicja 1.6 Ideal wlasciwy I pierscienia R jest idealem maksymalnym, jezeli dla kazdego
ideatu J # I zachodzi
IcJ=J=R.

Twierdzenie 1.1 Pierscien euklidesowy jest dziedzing idealéow gltéwnych.

Dowdd: Twierdzenie wystarczy udowodnié¢ dla ideatu witadciwego, gdyz jesli R jest danym
pierscieniem euklidesowym, to (1) = R i (0) = 0. Niech zatem I C R bedzie idealem wlasci-
wym pierscienia R, a b € I \ {0} bedzie takim elementem, ze

Veenoy N(b) < N(z).

Twierdzimy, ze (b) = I. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje element a € I\ {0} taki, ze
a ¢ (b). Na mocy definicji normy euklidesowej mozemy zatem zapisaé

a=qb+r,

gdzie 0 < N(r) < N(b), gdyz a & (b). Przeczy to zalozeniu, ze b jest elementem minimalnym
I'\ {0} w sensie normy. Pokazana sprzecznos¢ dowodzi réwnosci (b) = I.

Twierdzenie 1.2 Pierscien euklidesowy jest dziedzing catkowitosci.



Dowdd: Niech R bedzie pierscieniem euklidesowym, a a,b € R spelniajg réwnanie
ab=0.

Wtedy 0 = N(0) = N(ab) = N(a)N(b). Oznacza to, ze N(a) = 0 lub N(b) = 0 i na mocy
wlasnosci normy euklidesowej dostajemy a = 0 lub b = 0.

Nalezy pamigtaé, ze w definicji 1.1 ani ¢, ani r nie sa dane jednoznacznie. Jako przyktad
rozwazmy pierscien liczb catkowitych Z. Nie trudno zauwazyé, ze 5 =1-3+2=2-3+ (—1).
Pokazemy jednak, ze element r nie moze by¢ zupetnie dowolny. Okazuje sie bowiem, ze jest
on dany w sposéb jednoznaczny z doktadnoécia do warstwy wzgledem ideatu generowanego
przez b. Ponizsze twierdzenie precyzuje ta obserwacje.

Stwierdzenie 1.1 Je$li R jest pierscieniem euklidesowym i a = qib + r1 = g2b + 12, tO
r1+ (b) =12 + (D).

Dowdd: Zauwazmy, ze warstwy wzgledem ideatu (b) tworza podzial pierscienia R. W zwiazku
z tym element a nalezy do doktadnie jednej warstwy. Jesli zatem a = q1b + r1 = g2b + 12, to
a€ry+(b)iac€ry+ (b), cooznacza, ze r1 + (b) = ra + (b).

Powyzsze stwierdzenie daje nam podstawe do przyjecia nastepujacej, jednoznacznej defini-
cji reszty z dzielenia i ilorazu z dzielenia.

Definicja 1.7 Niech R bedzie pierscieniem euklidesowym, a (b) C R idealem generowanym
przez b # 0. Wykorzystujac wlasnoéci normy euklidesowej wybieramy zbior reprezentantéw
R C R taki, ze

(a) Vr e R N(r) < N(b),
(b) Urerr +(b) = R,
(€) Vimer 11 # 12 =11+ (b) # 12+ (D).
Wtedy przez reszte z dzielenia elementu a przez b rozumiemy taki element r € R, ze
a=qb+r,

a zwiazane z nim ¢ nazywamy ilorazem z dzielenia. Reszte i iloraz oznaczamy odpowiednio
przez (a mod b) i (a div b).

O

Przyklad 1.2 (a) W przypadku pierécienia Z i elementu b jako reprezentacje bedziemy
przyjmowali zbior

{0,1,...,|b| — 1}.

(b) Dla pierécienia wielomianéw K[X]| mozna natomiast przyjaé, ze taka reprezentacje
stanowia wielomiany, ktére maja nizszy stopien niz dzielnik.

O



Twierdzenie 1.3 Jezeli R jest dziedzing catkowitosci, to R jest dziedzina z jednoznacznoscia
rozkltadu wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) kazdy element rozkladalny w R jest iloczynem elementéw nierozkladalnych

(b) kazdy element nierozkladalny jest pierwszy.

Dowdd: J. Browkin [Bro77, str. 63].
[ ]

Twierdzenie 1.4 Dziedzina ideatéw gltownych jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozktadu.

Dowdd: J. Browkin [Bro77, str. 63].
|

Z tych dwoch twierdzen plyng do$é oczywiste, ale bardzo wazne dla dalszej analizy
wnioski.

Whniosek 1.1 Pierécien euklidesowy jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu.

Whniosek 1.2 Ideal pierécienia euklidesowego jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy jest
maksymalny.

Wyzej przytoczone wlasnoéci stanowia podstawe dalszych rozwazan, ktorych celem bedzie
opisanie grupy multiplikatywnej pierscienia ilorazowego.
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Rozdziat 2

Elementy ortogonalne w sensie
NWD

Niech R bedzie pierscieniem euklidesowym takim, ze dla kazdego a € R\ {0} mamy
[R/(a)] < oo, (2.1)

gdzie (a) oznacza ideal generowany przez element a. W dalszej czeéci beda nas interesowaly
tylko takie pierscienie euklidesowe, dla ktérych zachodzi (2.1).

Przyktad 2.1 Rozwazmy pierscien K[X] wielomianéw o wspélczynnikach z ciala K. Ponie-
waz K[X] jest pierScieniem idealéw gléwnych, to kazdy ideal generowany jest przez jakis
wielomian f(X), a pierscien K[X]/(f) ma strukture przestrzeni liniowej wymiaru deg(f) nad
K. Mozemy zatem wyrézni¢ dwa przypadki

(a) |K| < oo iwtedy K[X] spelnia warunek 2.1,
(b) |K| = oo i wtedy kazdy pierscien ilorazowy jest nieskoniczony.

O

Definicja 2.1 Przez najwiekszy wspdlny dzielnik elementéw a,b € R rozumiemy taki ele-
ment d € R, ze d | a,d | b oraz

Veer 7T |air|b= N(r) <N(d).

Najwiekszy wspolny dzielnik oznaczamy przez (a,b). Jedli (a,b) = 1, to méwimy, Ze elementy
sa wzglednie pierwsze.

O
Definicja 2.2 Oznaczmy przez R, zbiér reszt z dzielenia przez element a
R,={b moda: be R},
niech R} oznacza zbiér R, obciety do elementéw wzglednie pierwszych z a, czyli
Ry ={b€R,: (a,b) =1}
O
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Jednoznaczno$é¢ okreslenia reszty z dzielenia zapewnia, ze funkcja mod a jest identy-
cznoscia na R.

Naszym celem bedzie teraz analiza przestrzeni R}. Postaramy sie na jej podstawie powie-
dzie¢ co$ na temat rozkladu elementu a na czynniki. Zacznijmy od utozsamienia zbioru R, z
pierécieniem R/(a).

Stwierdzenie 2.1 Funkcja : R, — R/(a) zdefiniowana jako
uz) =z + (a),
Yz + (a)) = (z mod a)

jest bijekcja.
Dowéd: Ze wzgledu na skoficzonoéé R, i R/(a) wystarczy wykazaé, ze zaréwno 2 jak i 171 sg
"na”. Poniewaz R, jest niczym innym jak zbiorem reprezentantéw R, to z punktu (b) definicji
1.7 mamy, ze 2 jest "na”. W przypadku +~! wiemy, ze jesli z € R, C R, to (z mod a) = z,
co daje

N2+ (a)) = (z moda) =2

i konczy dowdd.

Stwierdzenie 2.2 1(R;) jest grupa multiplikatywna pierécienia R/(a), czyli
i
u(Ry) = R/(a)".
Dowdd: Pokazemy najpierw, ze obraz kazdego elementu z R} jest elementem odwracalnym

w R/(a). Niech zatem x € R;-. Wtedy na mocy odwrotnego algorytmu Euklidesa [Coh96,
str. 12, 315] istnieja takie elementy b,y € R, ze

ab+xy =1,

co oznacza, ze (x + (a))(y + (a)) = xzy + (a) = 1 + (a) i pokazuje, ze 1(x) € R/(a)*. Aby
pokazaé zawieranie w druga strone zalézmy, ze x + (a) jest elementm odwracalnym, a y + (a)
jest jego odwrotnoscia. Wtedy (1 — zy) € (a), co oznacza, ze istnieje b € R, dla ktérego
1 — zy = ab. Teraz zauwazmy, ze © = (z div a)a + (z mod a), co daje

l=ab+zy=alb+ (z diva)y)+ (z mod a)y,
Stad na podstawie algorytmu Euklidesa mamy, ze ((z mod a),a) = 117! (z) € R}.
|

Udowodnione powyzej stwierdzenia pozwalaja na utozszamianie zbioréw R, i R/(a) oraz
R i R/(a)*. W zwiazku z tym w dalszej czeéci nie bedziemy ich specjalnie rozrézniac.
Oznacza to, ze jesli zaistnieje taka potrzeba, to zbior R, bedziemy traktowali jako pierscien
R/(a), a zbiér R} jako grupe R/(a).

2.1. Twierdzenia umozliwiajace rozktad R

Skoro wiemy juz, ze nasza przestrzen ma algebraiczng strukture skonczonej grupy abelowej, to
warto zastosowaé do niej twierdzenie o skonczenie generowanych grupach abelowych, ktérego
zredukowana do naszych potrzeb tre$é¢, przypominam ponize;j.
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Definicja 2.3 Niech G bedzie grupa skonczona, a p ustalona liczba pierwsza taka, ze
G| =p"'m, ptm.

Powiemy, ze H <1 G jest p-podgrupa Sylowa w G, jesli

|H| = p".

O

Twierdzenie 2.1 Niech G bedzie skonczong grupa abelowa. Wtedy mamy

GeP @ @F,
gdzie P; jest p;-podgrupa Sylowa w G oraz dla kazdego i zachodzi
P, ZZPP @"'@Zp:s.

Dowdd: J. Rotman [Rot95].

|

Jak mozna zauwazy¢ powyzsze twierdzenie daje pewien obraz struktury grupy abelowej i
jej rozktadu na iloczyn prosty p-podgrup Sylowa. Niewiele jednak méwi o strukturze samych
podgrup Sylowa. Aby wiec mieé¢ pelen obraz przestrzeni R;- musimy powiedzieé¢ coé o struk-
turze samych podgrup Sylowa. Poniewaz R jest pierscieniem euklidesowym, to wykorzystamy
w tym celu twierdzenie chinskie o resztach.

Twierdzenie 2.2 (chinskie o resztach) Niech a, by, by € R takie, ze a = biby i (b1,b2) = 1.
Wtedy zachodzi
Ro =~ Ry, @ Ry,.

Dowdd: Rozwazmy homomorfizm h : R, — Ry, ® Ry,, ktéry ma postaé
h(z) = (z mod by, x mod by).

Aby pokazaé, ze h jest izomorfizmem wystarczy udowodnié¢, ze uktad réwnan

L

ma jednoznaczne rozwiagzanie modulo a. Zauwazmy, ze skoro (b1, b2) = 1, to na mocy odwrot-
nego algorytmu Euklidesa [Coh96, str. 12, 315] istnieja elementy bfl mod by i by 1 mod b,
takie, ze

¢ mod by
¢ mod by

baby' = 1 mod by
blbfl = 1 mod bs.

W zwiazku z powyzszym tatwo mozna sprawdzi¢, ze element

= (c mod by)(by" mod b1)by + (¢ mod by)(by* mod by)by

13



jest rozwiazaniem naszego uktadu réwnan. W celu wykazania jednoznacznosci zatézmy, ze x
i 2/ spelniaja zadany uklad. Wtedy

€T / )

r=2" mod b
' mod by

T — ' = maby

{:c—ac’:mlbl

7 rozszerzonego algorytmu Euklidesa wiemy, ze istnieja takie elementy ni,ne € R, ze
n1b1 + noby = 1.
Mnozac teraz réwnania odpowiednio przez n2bs i n1b; otrzymujemy

(iL' — xl)TLQbQ = mlbanbQ
(x — 2")n1by = mabani by

co po dodaniu rownan stronami daje
(x — 2")(n1b1 + n2bz) = biba(ming + many),

x—2'=0 mod bby,
r=2" mod a,

to konczy dowdd.

Whiosek 2.1 Niech a,bi,...,b; € R takie, ze a = by ...by i (b;,b;) = 1 dla dowolnego i # j.
Wtedy
Ra:Rbl ®@Rbka

co w szczegblnosci daje nam izomorfizm odpowiednich grup multiplikatywnych, czyli

Ry ~ Ry, ® -+ @ Ry, .

|
Whniosek 2.2 Jesli
n
a= H Py
i=1
jest rozkladem elementu a na czynniki pierwsze, to
Ra >~ Rpflll @"'@Rp%n
1L o pl o 1
RCL — Rpllll @ @ Rp%n .
|
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Przyktad 2.2 Pokazemy, ze funkcja ¢ Eulera [Kob95, str. 29] jest multiplikatywna. Niech

R =7 i niech a € R takie, ze
a=be, (byc)=1.

Wtedy z wniosku 2.1 mamy
7t ~ 7t e 7k,

a poniewaz
Zy| = {2 € Z4+ U{0} : (z,a) = 1, = < a}| = ¢(a),

to

O

Jak sie niedlugo okaze, te dwa twierdzenia, czyli twierdzenie o skonczeniegenerowanych
grupach abelowych i twierdzenie chinskie o resztach, sa wystarczajace z naszego punktu

widzenia do opisu przestrzeni R
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Rozdziat 3

Rozklad R+

Definicja 3.1 Jesli R jest ustalonym pierscieniem euklidesowym, to a’ definiujemy jako
1 1L
a” = |R;|.
O

W dalszej czeéci beda nas interesowaly dos¢ szczegdlne rodzaje rozktadow na sktadniki
proste.

Definicja 3.2 Jedli p € R jest elementem pierwszym, to grupa Rja jest rozktadalna wzgle-
dem liczby pierwszej g, jesli dla pewnej nieujemnej liczby calkowitej 8 zachodzi

Ryo~Zs®G i qf|G|.

Jesli natomiast a = p{* ...p%" € R, to grupa Rj jest rozkladalna wzgledem ¢ jesli kazda z
grup R;% jest rozkladalna wzgledem q. W przypadku gdy wspomniane grupy sa rozktadalne

Wzngde;n wszystkich liczb pierwszych, mowimy, ze sg rozktadalne.

O

Twierdzenie 3.1 Jezeli p jest elementem pierwszym pierécienia euklidesowego R, to piers-
cien ilorazowy R, jest cialem skonczonym.

Dowdd: Poniewaz (p) = {ap : a € R}, to dla bc € (p) i dla pewnego d € R mamy
be = dp.
Ale p jest elementem pierwszym, wigc p | b lub p | ¢, skad wynika, ze
be(p) lub ce€ (p).

Zatem (p) jest idealem pierwszym, co w polaczeniu z wnioskiem 1.2 daje nam, ze (p) jest
maksymalny. To konczy dowdd, gdyz pierscien ilorazowy ideatu maksymalnego jest cialem,
a skoficzono$¢ wynika z warunkéw nalozonych na R (to jest |Rp,| < 00).

Whniosek 3.1 Jezeli p € R jest elementem pierwszym, to RIJ; jest cykliczna.
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Dowdd: 7 poprzedniego twierdzenia wiemy, ze dla p pierwszego pierscien R, jest cialem
skoniczonym . Stwierdzenie 2.2 mdéwi nam natomiast, ze R; jest grupa multiplikatywna R,
a grupa multiplikatywna ciala skonczonego jest cykliczna.

Zalbézmy, ze a jest elementem bezkwadratowym i

S
J__H j
a = q;

Jj=1

1

jest rozktadem a' na czynniki pierwsze. Poniewaz a = pi ... p;, to mozemy przyjaé

S
|
r=11g"
=1

Przy takich oznaczeniach sformulujemy twierdzenie, ktére da nam dokladny opis rozktadu
przestrzeni Ry dla a bezkwadratowego.

Twierdzenie 3.2 (o rozkladzie R)) Jezeli a € R jest elementem bezkwadratowym, to R;-
jest rozkladalna.

Dowdd: Skoro a jest elementem bezkwadratowym, to
1. pl 1
Ry =R, @ DRy,

gdzie
R;‘Z ~ 7 Bin DD Bis -
q1 qs

Przy czym ostatni izomorfizm wynika bezposrednio z z twierdzenia 2.1 (o skonczenie gen-
erowanych grupach abelowych) i wniosku 3.1 (o cyklicznosci kazdej z grup Réj_). Niech teraz

q bedzie dowolna liczba pierwsza. Jesli g | (pia")L, to ¢ jest réwne pewnemu g;, a grupa Rji
jest rozkladalna wzgledem g;, gdyz liczby q1, . . . ¢s sa parami rézne. Jedli natomiast g { (pf'*)*,
to

1L 1
Rpi = Z(IO b Rpi’
co konczy dowdd.
|
Powodem prawdziwosci twierdzenia o rozktadzie jedynie dla elementéow bezkwadratowych
jest fakt, ze w ogdlnoéci grupa Rja nie musi by¢ cykliczna. Jest tak na przykltad w pierscieniu
liczb catkowitych, w ktérym dla n > 2 mamy
Liyn =~ Lo ® Lgn—2.

Tym niemniej mozna uogdlni¢ powyzsze twierdzenie w przypadku gdy R‘,ﬁa jest cykliczna.
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Lo ® Zo

Loy
Rysunek 3.1: Rozklad przestrzeni Z,

Whiosek 3.2 Jesli a = p*...p¢" i dla kazdego pj" grupa R;%. jest cykliczna to RZ jest
rozkladalna i mamy '
1L il il
R sz?l @ ® R,

gdzie

s
L ~ e Qi L1 = BZ’]
Rp?i =~ quﬁi,l %) S qui,s? (pi ) = Jl_{ q; -

Wprowadzone twierdzenia zilustrujemy teraz na przyktadach pierscienia liczb catkowitych
i pierécienia wielomianéw nad cialem skonczonym. Powinny one da¢ pewna intuicje co do
wygladu Ry

Przyktad 3.1 Niech n € Z takie, ze n = pq, gdzie

= 2 +1,
¢ = 24 +1,

dla pewnych liczb pierwszych p, q,p’, ¢'. Przy takich zalozeniach mamy
nt=p-1)(g-1)=2-2-p ¢
W zwiazku z tym z twierdzenia (3.2) dostajemy
Ly =Ly ®Zo® Ly ® Ly,
co ilustruje rysunek 3.1. Z punktu widzenia problemu faktoryzacji najistotniejsza podgrupa

tego rozktadu jest jej niecykliczny sktadnik Zo @ Zs. Okaze sie w kolejnych czesciach, ze
niektére jego elementy mozna wykorzysta¢ do rozktadu n na czynniki.
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Przyktad 3.2 Rozwazmy ciato Fo2 = {0, 1, o, + 1}, gdzie o = a + 1 oraz pierécien wielo-
mianéw R = Fy[X]. Nietrudno zauwazy¢, ze wielomian f = X2+ X 4+ 1 € R jest iloczynem
dwoch réznych wielomianéw stopnia 1, a doktadniej

f=g-h=X+a)(X+a+1).
Majac takie dane mozemy wypisa¢ elementy Ry i Rj;.

Ry ={0, 1, X, X +1, X+ a, X+a+1,
a, aX, aX +1, aX + a, aX +a+1,
a+l, (a+1)X, (a+1D)X+1, (c+D)X+a, (a+H)X+a+1 }.

Jedli teraz wyeliminujemy z Ry wielokrotnosci g i h, ktérymi sg

g-Fpe = {0, X+ao,aX+a+1,(a+1)X +1},
f-Fpe = {0,X+a+1,aX+1,(a+1)X +a},
to otrzymamy RJ%.
Ry =1{ 1, X, X +1,
«, aX, aX + «a,

a+1l, (a+1)X, (a+1D)X+a+1 }

7 drugiej strony, wykorzystujac nasze dotychczasowe obserwacje mozemy zapisaé, ze ]Rj;] =
ft=gtht = (22 - 1)(22 — 1) = 9, co jest zgodne z rzeczywistoiciag. Ponadto grupa Rj;
jest izomorficzna z suma prosta Zs & Zs, co jest rowniez tatwe do weryfikacji, gdyz wszystkie
elementy Rj; sa w trzeciej potedze jedynkami.

Dotychczasowe spostrzezenia mozna nieco uogdélni¢. Zauwazmy bowiem, ze dowolny wielo-
mian f € Fy[X] stopnia n rozklada si¢ w pierscieniu R = Fon[X] na iloczyn czynnikéw
pierwszego stopnia. W zwiazku z tym

n
Rjz_ ~ @Zgn_l.
=1
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S ¥ > ¥
PT’ - Z Br,1 EB et EB Z Br,j EB o EB Z Br,s
q1 Qj ds

Rysunek 3.2: Catkowity rozktad przestrzeni R}

Teraz, gdy juz wiemy jaka jest struktura grupy R} , wprowadzimy nowe oznaczenia, ktére
pozwola nam na latwiejsze operowanie wprowadzona teoria i uproszcza zapis. Przyjmijmy
zatem, ze a = p{"'...po", grupa R w; jest cykliczna oraz

S
Hq] .o =1I4"™
j=1

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia
S T
Pi':@z Bi j» sz@z Bij» Qi,j:ZBi,j'
j=1 U i=1 U %

Mozna zauwazy¢, ze zbior elementéw P jest tym, ktéry otrzymujemy po zastosowaniu do R;-
twierdzenia chinskiego o resztach i jest to po prostu RJ- Zbiory @; sa efektem zastosowania

twierdzenia o skonczenie generowanych grupach abelowych W zwiazku z tym, jesli bedziemy
chcieli podkresli¢ z jakim konkretnie czynnikiem jest zwigzane @);, to bedziemy je oznaczac
przez Qq Dopelnienie Qj bedziemy oznaczali przez Hj, oznacza to, ze R} ~ Q; @ H;. Grupy
Q;,; sa "przecigciami” grup P; z grupami ();. Doskonaly ilustracja wprowadzonych oznaczen
jest rysunek 3.2.

Oczywiscie tak dokladny rozkiad dostajemy jedynie wtedy, gdy R jest rozkladalna.
Moze sie jednak zdarzyé, ze R jest rozkladalna jedynie wzgledem niektérych liczb pier-
wszych. Wtedy juz nie otrzymamy pelnego obrazu grupy multyplikatywnej, a jedynie jego
czesé. Zatbézmy wiec (przy oznaczeniach takich jak wyzej), ze R:- nie jest rozkladalna jedynie
wzgledem ¢, . .., qs, gdzie t < s. Rysunek 3.3 ilustruje uzyskany rozktad.
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Rysunek 3.3: Rozklad przestrzeni R}

Charakterystyczna cechg przytoczonych schematéw rozktadéw jest to, ze jedli grupa R
jest rozkladalna wzgledem jakiego$ ¢;, to mamy

(1Qj4l, [Hj]) = 1, (3.1)

gdyz |Q;| jest potega liczby pierwszej, ktéra nie dzieli |Hj|.

3.1. Elementy rozdzielajace przestrzeni R

Naszym gléwnym celem bedzie zidentyfikowanie tych elementéw Ry, ktére beda w stanie daé
nam jaka$ informacje na temat dzielnikéw elementu a. Przypominam, ze zbiér R: zawiera
elementy nie majace nietrywialnego wspolnego dzielnika z a. W zwiazku z tym informacji
na temat rozkladu bedziemy szuka¢ w pierwiastkach pewnych réwnan wielomianowych, a
konkretnie w rozwiazaniach réwnania

X"—1=0 mod a.
Definicja 3.3 Powiemy, ze podprzestrzen @); jest prosta, jezeli Q; ~ @; ; dla pewnego .

0

Mozna poda¢ warunek, ktéry méwi kiedy dana podprzestrzen @); jest prosta. Sformutujmy
go w postaci stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.1 Na to, aby @), byla prosta potrzeba i wystarcza, zeby ¢; dzielilo doktadnie
: 1
jedno p;-.
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Definicja 3.4 Definiujemy przeksztalcenie
i R — R},
jako rzut na podprzestrzen (); ; oraz przeksztalcenie
ord: Rt — 7., U{0},

ktére zwraca rzad argumentu.

Ponizszy lemat pokazuje elementarne wlasnoéci wyzej zdefiniowanych przeksztalcen.

Lemat 3.1 Przeksztalcenia 7;; oraz ord maja nastepujace wlasnosci
(a) jesli g; 1 n, to dla kazdego 1 <4 <7 ib€ RI mamy

ord(m; j(b)) = ord(m; ; (b)),

(b) jeslin = qf, to dla kazdego 1 <i < rib€ R}F mamy

ord(m-,j (b))

ord(m; ;(b")) = max{ "

1)

Dowéd: Zauwazmy, ze skoro m;; dziala w Q;; ~ Z s, ;, to kazdy element przy tym od-
4a; ’

wzorowaniu przechodzi na element rzedu qé- dla pewnego [. Poniewaz m;; jest homomor-
fizmem, to

i (b") = i 5 (b)".

i dla n takich, ze g; 1 n, podniesienie elementu 7; ;(b) do potegi n zachowa rzad, co dowodzi
(a). Natomiast jesli n = q}“, to rzad elementu 7; ;(b)" bedzie réwny max{qé*k, 1}, co konczy
dowéd (b).

Definicja 3.5 Element b € R} nazwiemy rozdzielajacym przestrzen Q;, jezeli istniejg takie
1<i<k<r, ze

ord(m; ;(b)) # ord(m (b)), Qi j

>1 i |Quyl > 1.

Jezeli element b jest elementem rozdzielajacym przestrzen (), dla kazdego nietrywialnego @5,
to powiemy, ze b jest elementem catkowicie rozdzielajacym. Zbiér elementéw rozdzielajacych
przestrzen (Q; oznaczamy przez Q;, a zbidér elementéw calkowicie rozdzielajacych przez R,.

O

Przyktad 3.3 Zauwazmy, ze 1 nie jest elementem rozdzielajacym w zadnym pierscieniu
euklidesowym. Wynika to stad, ze 1 jest elementem neutralnym R} i jego rzut na dowolna
podprzestrzen (podgrupe) jest, jako obraz homomorficzny elementu neutralnego, elementem
neutralnym tej podprzestrzeni. W zwiazku z tym
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Vi ord(m (1)) =0,
co oznacza, ze 1 nie jest elementem rozdzielajacym.

0

Okazuje sie, ze elementy rozdzielajace niosg informacje o czynnikach elementu a. Sa wiec
tymi, ktérych poszukiwaliSmy. Ponizsze twierdzenie pokazuje ich wlasnosci.

Twierdzenie 3.3 (o rozdzielaniu) Jedli b € Q; to dla pewnego k € Ny zachodzi
B —1,0) =d # 1,
gdzie h; = |H;|, a d jest nietrywialnym dzielnikiem elementu a.

Dowdéd: Skoro b € Q; to istnieja takie 79,1y € {1,...,7}, ze ord(m;, ;(b)) < ord(m;, ;(b)).
Niech teraz k € Z, bedzie takie, ze q;? = ord(m,, ;(b)). Poniewaz (g;,h;) = 1, to na mocy
lematu 3.1 mamy

h~ql.“71 Qg
b Z 1 modp,;°,
k-1 i
b4 = 1 modp;",
co daje
Qi h k_l
pioo ¥t 1,
(8% h 1,671
pyt |0V -1

k—1
Oznacza to, ze (bhjqj —1,a) # 1, co konczy dowdd.

[
Przyktad 3.4 Niech n € Z takie, ze n = pq, gdzie
p = 2 +1,
¢ = 2¢ +1,

dla pewnych liczb pierwszych p,q,p’,¢'. Przy takich zalozeniach mamy
Zﬂ; = QQ @Qp’ @Qq’y

gdzie
Q2 = Zy®Zsy,
Qv = Zy.
Qp = Zg.

Zauwazmy, ze jedyna nietrywialng przestrzenia, ktéra mozemy rozdzielié¢ jest czteroelementowa
grupa Qo = {1, —1,v/1, —/1}, gdzie /1 i —/1 sa rozwiazaniami nastepujacych uktadéw réw-

nan
V1= 1 mod p -1 = -1 mod p
Vi = -1 mod ¢ V1 = 1 mod ¢

W zwiazku z tym warstwy elementéw /1, —v/1 wzgledem podgrupy Qp ® Qg sa zbiorami
zawierajacymi elementy rozdzielajace QQ2. Oznacza to, ze

Qo = (ﬁ)(Qp’ ©Qy)U (_ﬂ)(Qp’ ©Qy).

Wiec srednio, co drugi element rozdziela Qs.
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3.2. Gestosé elementéw rozdzielajacych

Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni R;-. Okreslamy prawdopodobiefstwo P zajécia zda-
rzenia A jako

Al
PA) = —.
Ry |
Naszym celem w tej czesci bedzie znalezienie prawdopodobienstwa zajs$cia zdarzenia polega-
jacego na wylosowaniu z przestrzeni Rj elementu rozdzielajacego przestrzen ();, dla ustalonego

VE

Twierdzenie 3.4 Przy oznaczeniach takich jak w poprzedniej czesci, niech @); bedzie pod-
przestrzenia RE (niekoniecznie prosta), I = {i: f;; # 0}, a B=min{Bi;: 1 <i<r G >
0}. Wtedy prawdopodobienstwo wylosowania elementu rozdzielajacego przestrzen @); wynosi

B
PQ) = 1- o [1+ 3@ g - 0)1).
Q5] =

Dowadd: 7 tresci twierdzenia wynika, ze I jest zbiorem tych indeksow ¢, dla ktérych przestrzen
Qij ~ Z p;; (patrz rysunek 3.3) jest nietrywialna. Zauwazmy ponadto, ze element nie jest
q.

rozdzielajacy, jezeli ma ten sam rzad w kazdej z podprzestrzeni Q; ;, dla i € I. Zatem

I " 4-1

iel

okresla liczbe elementow rzedu qé?, ktére nie rozdzielaja Q);. Wykonujac sumowanie po mozli-
wych rzedach i uwzgledniajac element jednostkowy otrzymujemy, ze liczba elementéw nieroz-
dzielajacych Q; wynosi
B B
k—1 k—1 I
1+ [[dr - =1+ (¢ g — 1)V,

k=1iel k=1

co po podzieleniu przez |Q ;| daje nam prawdopodobienstwo wylosowania elementu nierozdziela-
jacego ;. Stad tatwo juz uzyska¢ wzor na prawdopodobienstwo wylosowania elementu rozdzie-
lajacego

5
P(Q) = 1- (1 +) (dF e - 1))”') :

To konczy dowdd.
|

7 powyzszego twierdzenia wynika kilka uzytecznych wnioskéw dotyczacych specyficznych
przestrzeni Q);

Whniosek 3.3 Jesli Q; jest prosta, to

P(Q,) =0.
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Dowdéd: Skoro Q) jest prosta, to |I| =1, |Q;| = qj@ i mamy

B
P(Q) = 1—2<1+Z<qf-1<q]~—1>>)
5 k=1

B
1 _
= 1—ﬂ<1+(qj'—1)§ qf 1)
5 k=1
1 q; —1
= 1—ﬁ(1+(qj—1)f )
4q; q; —

Whniosek 3.4 Jesli Q; nie jest prosta i ¢; = 2, to

—_

P(Qj) > 3

Dowéd: Niech |Q;| = 2%. Skoro Q; jest nietrywialna, to mamy |I| > 2 i 8; > 2. Do dowodu
wykorzystamy nieré6wnosc

Vg,>a 3-2071 =20 42071 > 90 42

7 nier6wnosci tej mamy

e b (Bed)
- 6]'
1

) 20i — 1
%(* 3 )

1 2011 1
> R
= o5 (Moot )

przy czym ostatnia nieréwno$é¢ wynika z faktu, ze 21/l — 1 > 3 dla |I| > 2 oraz, ze 8|1 <
B;. Powyzsza nieréwnos¢ daje nam oszacowanie prawdopodobienstwa wylosowania elementu
rozdzielajacego Q;, gdyz mamy

B
1
k=1

[\
\V)

v

1 2011 1
= 1‘2@-(“%_1)
1
2

v
—_
|
[
I

Przyktad 3.4 pokazuje, ze przedstawionego szacowania nie mozna juz poprawic, gdyz tam
P(Q2) wynosi dokladnie %
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Whniosek 3.5 Jesli ; nie jest prosta, to

g —1
P(Q)) > ZL5—.
;5

Dowdéd: Niech |Q;| = qu. Skoro @; nie jest prosta, to mamy |I| > 2 i 3; > 2. Z twierdzenia
3.4 wiemy, ze

B
1 _
P(Q) = 1-— (1 +y (4 g - 1))'”)
4, k=1
Bl
1 q;  —
= 1 Bj (1 + ]\II (g5 — 1)I|>
4, q; 1
1 — )Ml
- 1 : (1 + (%ﬁm o 1) (qm ) )
q; g —1
Poniewaz f =min{f;;: 1 <i<r,G;; >0}il={i:B;; # 0}, to B; > B|I|, co daje nam
1 3 (qA _ 1)\I|
P(Q]) > 1- B <1 + (qj‘] - 1) ]|[|
q; 4; -1
1 . o 1)\HI-1
= 1-—- Tg <1 + (qu _ 1) (QJ ) T
q; L+gi+-+g
1 _ 1\ -t
> 1-— 147 (L=
I J q;
q; J
1 _ 1
= 1_(1_*,)'” 1_?
q; qjj
11
= qj qjﬁ]
g —1
aj

Ostatnia nieréwnos¢ wynika z faktu, ze 3; > 2 i koiiczy dowdd.
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Rozdziat 4

Praktyczne zastosowania

Celem tego rozdzialtu jest pokazanie kilku praktycznych zastosowan wytozonej w poprzednich
rozdziatach teorii. Pokaze miedzy innymi jak w prosty sposéb mozna uzasadnié¢ poprawnosé
probabilistycznego testu pierwszosci Millera-Rabina [Pom01, str. 124] [Coh96, str. 422] [Kob95,
str. 161] oraz jak wykorzysta¢ twierdzenia z rozdzialu 3 do rozkladania wielomianéw nad
ciatami skonczonymi.

Istotnym dla nas jest réwniez fakt, ze rozwazania poprzednich rozdzialéw dotyczyty
niemal dowolnych pierscieni euklidesowych. W zwiazku z tym znaczna cze$é¢ algorytmoéow
oparta na przedstawionej teorii znajduje swoje odpowieniki dla konkretnych pierscieni.

4.1. Testowanie pierwszosci

W tej czesci przedstawie uogdlnienie testu Millera-Rabina na rozwazane we wczedniejszych
rozdziatach pierécienie euklidesowe.

Lemat 4.1 Jesli p jest elementem pierwszym pierscienia R, to grupa multyplikatywna ciata
R, zanurza si¢ w grupie multyplikatywnej pierscienia Ra.

Dowdd: Niech f i g beda homomorfizmami naturalnymi idealéw (p®) C (p) C R, a ¢ bedzie
mocg grupy multyplikatywnej pierécienia R,. Na mocy twierdzenia o homomorfizmie istnieje
doktadnie jeden homomorfizm h, ktéry domyka ponizszy diagram.

R—— R
f p

Rye

Niech h* bedzie obcieciem h do odpowiednich grup multyplikatywnych. Poniewaz h* jest
"na”, a R]J; jest cykliczna, to istnieje takie w € Rpo, ze h*(w) jest generatorem. W zwiazku z
tym ord(w) = kq i element w* generuje grupe izomorficzng z Rﬁ, co koniczy dowdd.

|
Lemat 4.2 Jedli p jest elementem pierwszym i |R,| = ¢, to |Rpe| = ¢.
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Dowdd: Zauwazmy, ze jesli a € R, to dla ag = (a mod p) zachodzi a — ag € (p). W zwiazku

a

z tym jesli a € (p'), to 1% € Ridlaa; = (17 mod p) mamy

a . . .
o€ (p), codaje a—ap' € (pth).
Teraz dla kazdego elementu a € R definiujemy ciag (ag, a1, ..., aq—1) jako
ap = a mod p,
a—(ao+ap+-+aip)
a; = - mod p.
p
Na mocy poprzednich rozwazan stwierdzamy, ze
a—1
a—ap€(p), a—ag—apeP?), ..., a—Y ap’ (),
i=0

co oznacza, ze kazdy element pierécienia I2,» mozna reprezentowac jako a-elementowy wektor
o wyrazach z R,. Jezeli wykazemy, ze taka reprezentacja jest jednoznaczna, to na mocy
skonczonosci zbioru R, otrzymamy tez¢ lematu. Niech zatem

a—1 a—1
doap+ %) = aip' + ()
=0 =0

beda réznymi reprezentacjami tego samego elementu. Istnieje zatem takie 79 < «, ze a;, # ago
mod p. W zwiazku z tym

a—1

Z (ai — aj)p" € (p%),

a_l . . .
D (ai —app™ € (p*70),

=10

a—1
P »
(aig — ajy) +p Y (a;i —aj)p =" e (po70).
i=ig+1
Ale to niemozliwe, gdyz ig < « i lewa strona jest niepodzielna przez p. Otrzymana sprzecznosé
dowodzi jednoznacznosci zapisu i konczy dowdd.

[
Lemat 4.3 Jedli p jest elementem pierwszym i |R,| = ¢, to (p®)* = (¢ — 1)¢* L.

Dowdéd: Zauwazmy, ze zbiér elementéw podzielnych przez p tworzy w Ry« ideal. Homomor-
fizm naturalny wzgledem tego ideatu przeksztalca pierécien R, w R,. Poniewaz pierScienie
te sg w szczegblnosci addytywnymi grupami abelowymi, to z twierdzenia Lagrange’a mamy

|Rp"| = ‘Rp‘ ) ’pRpa"

Co oznacza, ze zbidér elementéw nieodwracalnych pierscienia Ry« ma moc q¢® . Uwzglednia-
jac, ze |Rpe| = ¢“ dostajemy teze lematu.
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Przyktad 4.1 Rozwazmy piericien R = F,n»[X] wielomianéw nad ciatem skoficzonym. Jezeli
[ € Fpn[X] jest wielomianem nierozkladalnym stopnia d, to pierécien reszt modulo wielomian
f ma moc q = p™?, gdyz sklada sie ze wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego niz d.
Rozwazmy teraz pierécien reszt modulo f2. Piercien ten ma ¢? elementéw i zlozony jest z
wielomianéw stopnia mniejszego niz 2d. Poniewaz f jest nierozkladalny, to elementy nieod-
wracalne w Ry sa postaci g - f, gdzie g jest wielomianem stopnia nizszego niz d, jest wigc
ich doktadnie p"? = q. W zwiazku z tym mamy

Rp=q¢*—q=qlqg—1).
0

Udowodnione lematy pozwalaja na sformutowanie twierdzenia, ktore jest kluczowe do
udowodnienia poprawnosci uogélnionego testu Millera-Rabina.

Twierdzenie 4.1 Jesli a € R i dla kazdego elementu pierwszego p dzielacego a mamy, ze
R, jest cialem charakterystyki réznej od 2, to R jest rozkladalna wzgledem 2.

Dowéd: Poniewaz R, nie jest cialem charakterystyki 2, to |Ry| = 2¥n+1, gdzie 2{nik > 1.
Niech teraz a bedzie potega, z jaka element p wchodzi do rozkladu a na czynniki pierwsze.
Wtedy z lematéw 4.1 i 4.3 wynika, ze Rj;a ma moc 2°n(2Fn + 1)*~! i zawiera podgrupe
cykliczng rzedu 2Fn. W zwiazku z tym, na mocy twierdzenia o skonczenie generowanych
grupach abelowych, mamy

RZJ)_a ~ ZQ’C () S,

gdzie 21 |S| = n(2fn + 1)*L.

Przyktad 4.2 Rozwazmy pierscie R = F3[X]. W tym pierscieniu wielomian
p(X)=X% +X -1

jest elementem pierwszym. W zwiazku z tym Rﬁ jest grupa cykliczna, izomorficzng z Zgs. Z
udowodnionego powyzej twierdzenia wynika, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej «,
grupa Rj;a zawiera podgrupe rzedu 23. Ponizej przedstawiam generatory podgrupy rzedu 23
dla o réwnych 2, 3 i 4.

(a) Jeslia=2,top?=X* - X3 - X2+ X +1idlab= (X3 mod p?) mamy

¥ = —X34+1 mod p?
¥ = —1 mod p?
¥ = 1 modp?

(b) Jeslia =3, to p® = X0+ X3~ 1idlab=(X? mod p*) mamy

¥ = —X>4+1 modp®
¥ = —1 mod p?
¥ = 1 modp?
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(c) Jedlia =4,top? = X8+ X7 X064 X5+ X4 X3 - X2 X+1lidlab= (—X"+X0-X44+1

mod p*) mamy

¥ = X"T-X°4+X'-X modp!
¥ = —1 mod p?
¥ = 1 modp?

O

Zalézmy, ze mamy dany element a, ktéry nie jest potega elementu pierwszego, spetnia
zalozenia powyzszego twierdzenia, i dla ktérego wiemy, ze |R,| = ¢. Naszym celem bedzie
stwierdzenie czy a jest elementem pierwszym. Innymi stowy chcemy zweryfikowaé hipoteze

H: ot = q—1.
Pokazemy, ze weryfikacja hipotezy H jest mozliwa z dowolnie duzym prawdopodobienstwem.
Twierdzenie 4.2 Niech b € R} oraz ¢ — 1 = 28m, gdzie 2 { m. Rozwazmy cigg

bo = b™, by = (b™)2, by = (0™, ... by = (b™)2".

Jezeli hipoteze H bedziemy odrzucaé zawsze wtedy, gdy prawdziwy jest jeden z nastepujacych
warunkow

(a) (™) #1,

(b) jesli dla ostatniego (o ile taki istnieje) niejednostkowego wyrazu b; mamy

(bl - 17 n) > 17
to dla P(H) oznaczajacego prawdopodobienstwo blednego zweryfikowania hipotezy H mamy

P(H) <

N | =

Dowdd: Niech ) bedzie przestrzenia zwiazana z czynnikiem 2. Zauwazmy, ze jeSli a jest
elementem pierwszym, to hipoteza H zostanie zawsze poprawnie zwaryfikowana. Naszym
celem jest zatem oszacowanie prawdopodobienstwa btednej weryfikacji hipotezy w przypadku,
gdy a jest elementem ztozonym.

P(H) = P(H|by #1)P(br #1) + P(H|br, = 1)P (b, = 1),

ale P(H|by # 1) = 0, gdyz g — 1 nie jest rzedem grupy multypilikatywnej pierscienia R, i
warunek (a) wyklucza hipoteze jako nieprawdziwa. Mamy zatem

P(H) = P(H[br=1)P(by=1)
< P(H|bp=1)
= Pu,=13(H)
= Pp—13(Hbe Q)Pp,—1(b€ Q) +
Pio=13(H[b & Q)Pyp,—13(b &€ Q),
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ale Py, —13(H|b € Q) = 0 gdyz wtedy na mocy twierdzenia 3.3 zachodzi (b) i odrzucamy
hipotezg. Natomiast Py, —13(H|b ¢ Q) = 1 gdyz przyjmujemy hipotez¢ pomimo tego, Ze a
jest ztozone. Dostajemy zatem

P(H) < Pp—13(H[bg Q)Pp,—1;(b & Q)
= Pup,=13(b g Q)
< PbgQ)
< L
- 2

Ostatnia nieréwnoé$¢ wynika z wniosku 3.4 i konczy dowdd.
|

Przedstawiona metoda daje mozliwos¢ testowania pierwszoéci liczb catkowitych. Dla danej
liczby caltkowitej n wiemy, ze |R,,| = n. Mozemy zatem (o ile n nie jest potega liczby pierwszej
i nie jest parzysta) zweryfikowaé hipoteze

H: nt=n-1.

Wielokrotne weryfikowanie tak postawionej hipotezy prowadzi nas do testu pierwszosci znanego
jako test Millera-Rabina.

Udowodnione twierdzenie pozwala nam réwniez w tatwy sposob testowaé pierwszosé wielo-
mianéw nad cialem skonczonym charakterystyki réznej od 2. Jesli bowiem wielomian f
jest elementem pierscienia Fp»[X] i ma stopien d, to |Ry| = p" i jedli f nie jest potega
jakiegos wielomianu nierozkladalnego, to testowanie jego pierwszosci polega na zweryfikowa-
niu hipotezy

H: ft=pv—1.

4.2. Rozkladanie na czynniki

Znamy wiele efektywnych algorytméw, ktére pozwalaja na faktoryzacje wielomianéw nad
cialem skoniczonym [Coh96, str. 124] [Knu02, str. 471]. W tej czeci przeanalizujemy ten
problem z punktu widzenia wprowadzonych w poprzednich rozdziatach pojeé.

7 poprzedniej czeSci wynika, ze z wielomianu mozna tatwo wydzieli¢ cze$¢ bezkwadra-
towa. Wystarczy bowiem dany wielomian f € Fpn[X| podzieli¢ przez (f, f'), gdzie f’ oznacza
pochodna f. Mozemy wiec bez straty ogélnosci w naszych rozwazaniach ograniczy¢ sie do
rozpatrywania wielomianéw bezkwadratowych.

Niech zatem f € Fyn[X] bedzie wielomianem bezkwadratowym stopnia d. Zal6zmy pon-
adto, ze znamy jakis dzielnik pierwszy ¢ liczby p™ —1. W przypadku gdy charakterystyka ciata
jest rézna od 2, takim dzielnikiem jest ¢ = 2, natomiast dla charakterystyki 2 nie mozemy ex-
plicite poda¢ takiego dzielnika i by¢ moze metoda, ktora opisze, nie bedzie miata zastosowania.

Zauwazmy, ze wielomian f moze mie¢ co najwyzej d nierozkladalnych czynnikéw stopnia

1, | 2] czynnikéw stopnia 2 i ogélnie | 4| czynnikéw stopnia 7.
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Lemat 4.4 Dla kazdego bezkwadratowego wielomianu f stopnia d mamy, ze (Fpn[X ])]% dzieli
liczbe

d
m=TL o™ -,
r=1

Dowdd: Zauwazmy, ze (Fpn[X ])J% zalezy tylko od stopni potencjalnych czynnikéw wielomianu
f. Zatézmy zatem, ze w rozkladzie f wystepuje t, réoznych czynnikéw stopnia r. Korzystajac
z twierdzenia 3.2 mamy, ze

d
(Fp[ XDy =[] @™ = D).
r=1

Ale jak juz wspomnialem, czynnikéw stopnia r moze byé co najwyzej LgJ, co daje

d
H (pnr _ 1)t’r | m

r=1
i konczy dowdd.
|

Teraz juz mozemy wykorzysta¢ metode elementow rozdzielajacych do rozktadu wielomi-
anu f na czynniki.

Twierdzenie 4.3 Niech f € Fyn[X] bedzie wielomianem bezkwadratowym, ¢ bedzie pewnym
czynnikiem pierwszym liczby p" — 1, a m = ¢¥s takie jak w lemacie 4.4 i ¢ { s. Rozwazmy
ciag

bp =0%,b1 = (b°)9, b9 = (bs)q2, e by = (bs)qk,

gdzie b € (Fpn[X ])]% Twierdzimy, ze jesli f nie jest pierwszy, to z prawdopodobienstwem

qg—1

P>
q2

istnieje w tym ciagu taki element b;, ze (b; — 1, f) jest nietrywialnym dzielnikiem f.

Dowdd: Niech () bedzie podprzestrzenia zwiazang z czynnikiem ¢, a H jej dopelnieniem. Na
mocy lematu 4.4 wiemy, ze |H| | s. Zatem spelnione sa zalozenia twierdzenia o rozdzielaniu.
W takim razie warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby (b;, f) bylo nietrywialnym
dzielnikiem f jest

be 9,

a to, jak wynika z wniosku 3.5, zachodzi dla elementéw zlozonych z prawdopodobienstwem

co konczy dowdd.
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Przyktad 4.3 Rozwazmy pierscien wielomianéw Fs[X]. Niech

fl = X2+X_17
fo = X34+X2-1.

Latwo mozna sprawdzié¢, ze wielomiany f; i fo sg nierozktadalne. Celem tego przyktadu jest
zastosowanie przedstawionej metody do roztozenia na czynniki iloczynu powyzszych wielo-
mianéw. Przyjmijmy zatem, ze

f=fi-fo=X"-X"+X?2-X+1

jest wielomianem, ktérego rozklad chcemy znalezé. Poniewaz wielomian jest stopnia 5, a ciato
nad ktérym dzialamy ma moc 3, to

5
m:H(3T—1)L%J:25-82-26-80~242:217-7865:217-5.
r=1

Wybierzmy b = X2 + X2 4 1, wtedy

bo=0" = X’+X+1,

by =0 = X'+ X3-X+1,
by =0 = —X14+X?24X,
by =% = 1.

Obliczajac teraz najwiekszy wspélny dzielnik wielomianéw by — 11 f dostajemy
(bo—1,f) =X+ X2 -1
O

Wielokrotne zastosowanie powyzszego twierdzenia dla losowo wybranych elementéw b €
(Fpn [x])j; daje probabilistyczny algorytm faktoryzacji. Pojedyncza iteracja algorytmu wymaga
podniesienia elementu do potegi m-tej, co w praktyce oznacza wykonanie O(log(m)) mnozen.
Aby wykazaé¢ praktyczna przydatnosé zaproponowanego algorytmu wystarczy udowodnié, ze
liczba log(m) zalezy w sposéb wielomianowy od rozmiaru danych.

Stwierdzenie 4.1 Pojedyncza iteracja algorytmu opartego na twierdzeniu 4.3 wymaga
O(nd?*log(p))

mnozen modulo f i jest wielomianowo zalezna od liczby bitéw potrzebnych do reprezentowa-
nia wielomianu f.

Dowadd: Oszacujemy wielkosé m

~pl7]

IA
Sl

d
H (pnr
r=1

d
11
r=1

d

nd
L[l p
_ pnd2 )
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Aby reprezentowaé wielomian f € Fp»[X] stopnia d musimy na kazdy z jego wspoélczyn-
nikéw przeznaczyé O(log(p™)) = O(nlog(p)) bitéw. Poniewaz wielomian ma O(d) takich
wspOlezynnikéw, to catkowity jego rozmiar szacuje sie przez O(ndlog(p)). Liczba mnozen w
zaproponowanym algorytmie wynosi natomiast

O(log(m)) = O(nd” log(p))

i jak widaé, jest wielomianowo zalezna od liczby bitéw potrzebnych do reprezentowania wielo-
mianu f.
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